Géométrie : corrigé fiche 2
Exercice 1:

1. Il s’agit de I'union de la perpendiculaire a (AB3gsant par A, et de la perpendiculaire a (AB)
passant par B, privées des points A et B.

2. Il s’agit du cercle de diametre [AB] privé de ARt

3. Deux cercles de rayon AB de centres respectifsB etivés de A et B.

4. Médiatrice de [AB] privée du milieu de [AB]

Exercice 2 (Grenoble 2005)

1) Les triangles AKB et ALB sont tous deux inscrind le cercle de diameétre leur c6té commun
[AB] : ils sont donc tous deux rectangles, respectient en K et L.

2) Le triangle AKB étant rectangle en K, on peufréc (AL)O (LB). Or M, L, et B sont alignés, donc
on a: (ALY (MB).

Dans le triangle AMB, la droite (AL) est donc lauteur issue de A.

De la méme maniere, on montre que, dans ce méamglei (BK) est la hauteur issue de B.

Par ailleurs, toujours dans le triangle AMB, laittgperpendiculaire a (AB) passant par M est la
hauteur issue de M.

Les trois droites considérées sont donc les traigdurs du triangle MAB ; on en déduit qu’ellestson
concourantes, en 'orthocentre du triangle MAB.

3) Cf. méthode vue en TD, a l'aide d’'une médiatdazen segment bien choisi (distinguer deux cas : le
point appartient a la droite, ou ne lui appartee).

Exercice 3: corrigé en classe

Exercice 4 (Nice 98)
D 1) ABC est isocele donc le pied de la hauteur issiee A (H) est le milieu de [BC].

Description de la construction :
Tracer un segment [BC] mesurant 4 cm.
Placer le point H sur le segment [BC] tel que BH =2 cm.
Construire la médiatrice de [BC].
Placer un point A sur la médiatrice de [BC] tel du¢ =5 cm.

A Tracer [AB] et [AC].

2)a) Ona: AB = AC = AD Le triangle BCD est danescrit dans le cercle de centre A et de rayon AB,
qui est le cercle de diametre [BD]: le triangle BCest donc rectangle en C.
BCD est alors inscriptible dans un cercle de ceistrde diameétre [BD] : BCD est rectangle en C.

. BCxAH BC xCD
b) Aire (ABC) :T ; Aire (BCD) = T .
B C
\‘& Or, comme A est le milieu de [BD] et H est le milide [BC], on sait, d'aprés le théoréme des milieux

. 1 L
dans le triangle BCD, que AHE: x CD ; on en déduit que :

Aire (BCD)= 2 Aire (ABC).Or Aire (BCD) = Aire(ABC)Aire(ACD),

échelle non
( donc Aire (ACD) = Aire (ABC).

respectée)

Exercice 5 (Rennes 2002)

1) Les droites (HM) et (Al) sont perpendiculaires arl@me droite, elles sont donc paralleles entre
elles ; de plus :

B, H et A sont alignés, et B, M et | sont alignés, dafiaprés le theoreme de Thales,
% :% :% ; de la méme maniére, en utilisant les points A, H, Bi@'part, et A, M, J d’'autre

part, ainsi que les droites paralléles (HM) et (Bl) oawec ce meme theoreméi% = % = % .

HM  HM _BH  AH _BH+AH _AB_

2
) Al BJ BA AB AB AB

1



1 1

3) On a doncHM| — +— | =1, soit HM BJ+ A
Al BJ

Al xBJ

=1, soit HM :M:ﬁ:@zZJ cm,
Al+BJ 6+5 11

a 1lmm prés par défaut.

4) On a vu plus haut quéH _HM ; on en déduit que AHAB x HM :4xi = E'z2,2 cmal
AB BJ BJ 11x5 11

mm preés par exces.
Exercices 6 et 7 : corrigés en classe

Exercice 8

1) Tracé a faire.

Justification : Il est indiqué sur la figure que le quatire RTUE a 4 angles droits : c’est donc un
rectangle, et en particulier, on a EU=RT=8 cm, et RE=®Jdm (c’est méme un carré).

Description du tracé : pour construire la figure, on ttatsegment [RA] mesurant 21 cm, et on place
sur [RA] le point T tel que RT=8cm.On construit ensuitéa &gle et au compas, une demi-droite
[Rx) perpendiculaire & (RA) en R. Sur cette demitdran place le point Q tel que RQ=13cm, puis
on place le point E sur [RQ] tel que RE=8 cm. On trdoesde cercle de centre E et de rayon 8 cm, et
le cercle de centre T et de rayon 8 cm. On notepoilet d’intersection des deux cercles différents de
R. On trace le carré REUT.

2) Conjecture : il semble que les points Q, U et A stighés. S'ils le sont effectivement, alors on a
nécessairement :

Aire(QRA) = Aire(QEU) + Aire(TUA) + Aire (REUT)(1); vérifions si cette égalité est vraie.

Aire(QRA)= QR;‘ RA_13%21_ 1365 cnt:
Aire(QEU):@ =5%8 _o0ent: Aire(TuA)=TUXTA _8X13_ o) .

Aire(REUT)=RE x EU =8x8=64cn¥.

Donc Aire(QEU) + Aire(TUA) + Aire (REUT) = 20 + 52 64 = 136 cri 136,5 cm. L'égalité (1)
n'est donc pas vérifiée, les points Q, U et A ne peuigenc pas étre alignés.

3) On sait que Q, E, et R sont alignés, et que les d(&téset (RA) sont paralleles ; si les points Q,
U et A étaient alignés, alors on serait dans une cotfigur de Thalés, et d'aprés le théoreme de

Thales (sens direct), on pourrait écrireg—Ezg. OrEzE ; E:E ;oor
RA QR 13 RA 21

5

12 5 21 105 . o

139,22 2P #1, doncE ¢E : les points Q, U et A ne peuvent donc pas éigaés.

8 13 8 104 QR RA

21

Exercice 9 (Besangon 2000)

On trace le segment [AB] en question. On tracedemi-droite [AX) quelconque (mais non portée sur
la droite (AB)).

Sur cette demi-droite, on place un point dMfférent de A ; puis on reporte la longueur; M
successivement onze fois a partir de 9dr la demi-droite [Ax). On place ainsi les poiMg M;
Mi

On trace ensuite la droite (BM puis la droite paralleéle a (BM passant par M. On note C
l'intersection de cette droite avec la demi-dr§i€).

Justifions que cette construction convient : legscA, M; et My, d’'une part, et A, B, et C d'autre
part sont alignés, et la droite (BMest paralléle a (CM). D’'aprés le théoreme de Thalés, on peut

. . AM, _AB AM, 7 AB 7 . AC 12
donc écrire —~-=—— ; or =—,doncon a2—=—, soit —=—.
AM,;, AC AM,, 12 AC 12 AB 7




Exercice 10 (Besancon 2005
Clermont 94)

1. On trace la droite perpendiculaire g
longueurs des trois rectangles et pas
par A ; on note H, | et J ses trois poi
d’intersection successifs avec les c@

du rectangle (cf. figure ci-contre).

Comme les rectangles sont de mé
dimension, on a AH=HI, et don
AH  AH AH 1

Al AH+HI 2AH 2
Or comme les points A, B et C sg
alignés, et comme les points A, H ¢

sont alignés, on peut écrire d'aprés
théoréme de
AB
Thalés = et donc
Al AC
AB 1

——==. Comme les poins A, B et
AC 2

sont alignés dans cet ordre, cela sign

gque B est le milieu de [AC], donc que

AB=BC.

On peut ensuite tracer la dro
perpendiculaire aux longueurs d
rectangles et passant par B ; on note |
L et M ses points d'intersection avec

longueurs du rectangle.
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Alors, de la méme maniére, on monfre

queB—C =i=l, puis que BC =CD
BD BM 2
on a finalement AB=BC=CD.

2.
Dans la question
précédente, on g
partagé le
segment [AD]| *
en 4 parties
égales a l'aide
d'un réseau de

droites
équidistantes.
On peut

reproduire le
méme processu
pour partager umn
segment en 5%
parties  égales.
L'idée consiste a
placer a
décalquer le
segment, puis a
le  positionner

n

(3)

s




sur le guide-ane,
de telle sorte que
l'une de ses
extrémités
appartienne &
une des lignes
du guide-ane, €
l'autre extrémité
appartienne a la
ligne du guide-
ane située a 5
cm de la
premiére.

1%

— &

Exercice 11 (Amiens 2004)

1) O, E, Jsontalignés ; O, | et A sont alignésEd} ét (JA) sont paralléles : d’apres le théoréme

de Thalés, on a donc
Ol OE . o 1
oA =a, soit OE = 0J x& =§ =0,125.
2) De la méme maniére, si OAx:alors on a OE = 141<:l.
(suite : source : Annales Copirelem 2004) o
Question 3
Remarque :

La démonstration qui conduit au résultat OE = 0,125 fait appel au Théoreme de
Thalés qui peut s'appliquer car on sait que les droites (El) et (JA) sont paralleles.
Dans cette démonstration, le fait que (JO) et (OA) sont perpendiculaires n'intervient
pas. On peut donc définir un programme de construction qui découle de cette
démonstration valide quel que soit I'angle des droites (JO) et (OA).

Cependani, dans cet exercice, on donne « (JO) et (OA) sont perpendiculaires », ce
qui améne un cas particulier de figure (ou I'angle entre (OJ) et (OA) est fixe), ainsi le
programme de construction lié a cette figure sera un programme particulier qui
s’appuie sur un angle déterminé enire les droites (OJ) et (OA) : nous avons choisi de
nous placer dans ce cas.

Il s'agit donc de trouver un programme de construction de la figure qui a servi de
support a la démonstration précédente & partir d'un segment dont la longueur est le
nombre dont on veut trouver l'inverse.

La droite (OJ) peut étre considérée comme la médiatrice de segment [AAT, ol A’ est
le symétrique de A par rapport au point O.

Voici un programme de construction :

1) Construire, a la régle graduée, un segment [OA] dont la mesure de longueur
exprimée en cm est x, le nombre dont on veut déterminer l'inverse.

2) Avec la régle graduée ou le compas, construire le symétrique de A par rapport &
0, c’est & dire le point A’ tel que O soit le milieu de [AA’].



3) Avec le compas, construire un point H équidistant de A et de A’. Avec la regle
tracer la droite (OH) : cette droite est la médiatrice du segment [AA’] donc (OH)
est perpendiculaire a (OA).

4) Avec la regle graduée, placer sur la demi droite [OH) le point J 4 1 cm de O et sur
la demi-droite [OA), le point1a 1 cm de O.

5) Avec le compas, par report des longueurs des cotés opposés, construire le point
K tel que JAIK soit un parallélogramme.

6) La droite (IK) coupe la demi-droite [OJ) au point E tel que (El) est paralléle & (JA)
(cotés opposés du parallélogramme).

Comme cela a été démontré ci-dessus, la longueur OE est I'inverse de x.

Remarque :
Pour avoir un programme général, il suffit de commencer par tracer deux demi-

droites d’angle quelconque (inférieur a 180°), [OJ) et [OA), puis de reprendre les
instructions 4), 5) et 6).

Partie Il : construction de la racine carrée d’une longueur.

Question 2

Dans le triangle FOK rectangle en O, en appliquant le théoréme de Pythagore, on
obtient : FK? = FO? + OK?

Comme AQ + OK = AK, du fait que O est un point du segment [AK] et que AO = 13,
on déduit OK = AK - A0 soit OK=14-13 = 1.

Onadonc: FK2=OF?+12d'ou OF? = FK? -1 (1)

Dans le triangle FOA rectangle en O, par le théoréme de Pythagore,
on obtient: FA?=FO?+ AO?

D'ou OF2 = FA? - AO? soit OF? = FA2- 132

ou encore OF?=FA?-169 (2)

Question 3

Par addition des égalités (1) et (2) membre a membre, il vient :
2 x OF2=FK2-1 + FA2-169,

ce qui donne :
2 x OF2=FK?+ FA2-170



Question 4

Le triangle AFK est inscrit dans le demi-cercle de diametre [AK]; or tout triangle
inscrit dans un demi-cercle et ayant pour coté son diameétre est rectangle avec
comme hypoténuse ce diameétre, donc : le triangle AFK est rectangle en F.

Question 5

Drapres le théoréme de Pythagore appliqué au triangle AFK rectangle en F, on a :

AK? = AF? + FK2

et comme AK = 14, cela donne

Or, on a établi a la question 3 que 2 x OF2=FK2? + FA2- 170
donc 2 x OF2=196 - 170

On en déduit OF? =13

Partie Il : construction d’un segment de longueur \/% cm.

On refait la construction de la partie Il en partant d’'un segment [AK] de longueur
12 cm et avec O point de [AK] tel que [OA] soit un segment de longueur 11 cm.

On obtient le point F, intersection de la perpendiculaire a (AK) passant par O avec y
un des demi-cercles de diametre [AK] qui vérifie : Y

=11 AN

(cela se vérifie aisément en reprenant les calculs de la partie Il avec les nouvelles AN
mesures ; on peut aussi établir une généralisation du résultat de la partie Il ; si on .
reprend le raisonnement effectué avec OA =xcmet AK=x+1cm, on: s
2x0OF?=FK2-1+FA%2X*=FK2+ FA%2-1—-x*=(x+1)?-1-x?=2x e

dou OF?=x

OF

et OF =1/x.)

196 = AF2 + FK2,

d'ou 2 x OF2 =26

d'otl OF =/13.

On place alors sur la demi droite [OF) le point | tel que [Ol] ait pour longueur 1 cm et
la construction de la partie | (tracé de la droite paralléle a (FK) et passant par 1) nous
fournit le point E de la demi droite [OK) qui vérifie :

OE =

Exercice 12 (Besancon 2001)

1

~11

1)

a)

A

B

H
H

b) Dans le triangle ABC, on sait quell(AB), JUI (AC) et (13) //
(BC) .

En appliquant le théoréeme de Thalés, on peut afmsre :

Al Al

AB AC
Or ABC est équilatéral, donc AB=AC, et donc Al=AJ.

Par ailleurs, comme | appartient au segment [AB],a0. AB=
Al+IB, donc IB=AB-Al, et comme AB=AC et Al=AJ, onre
déduit que IB=AC-AJ=JC (la derniére égalité étambiev car
JU[AC]).

Les deux segments [IB] et [JC] sont donc de mémenigueur.

c) Le quadrilatere 1IJBC a deux c6tés parallele,dt [BC]: c’est donc un trapéze. De plus, lesxdeu
autres cotés sont de méme longueur : IJBC estulotrapeze isocele

2. a) En appliquant le théoréme de Pythagore aatthgle AHC rectangle en H, on obtient :
AH?=AC?%HC? Or le triangle ABC est équilatéral, donc la hautéAH) relative & [BC] est aussi la

médiane relative a [BC], et donc H%=BC=2 cm. Finalement, Al#16-4=12, et don&H=2+/3 cm.



b) On note P le point d’intersection de (AH) et(dH. Dans le triangle AHB :LI(AB), PLI(AH), et

. Al AP . X _h
IP)//(BH). D’'aprés le théoréme de Thalés, on c écrire . — =——, c'est-a-dire==—, et
(IP)/I(BH) P Fekat AB AH 4 H

donc h=2+/3 1 =—X (en cm)

Dans AlJ, (AP) est la hauteur issue de A, et daire de AlJ est Aire(AIJ)=h>;—|‘] (en cnd).

En appliquant le théoréme de Thalés dans le t@aABIC, comme dans la question b), on a aussi

3
N _A et donc 1J=Al=x. Par conséquentAire(AlJ)= m:£x2 (en cnf).
BC AB 2 4

3
3) Aire(ABC):AH—’Z‘BC: 44/3 et donc Aire(ABC)=2xAire(AlX> 4+/3 :2§X2<ﬁ> X=8&
x=+/8=2+/2cm

(car=0).
Exercice 13 : corrigé en classe

Exercice 14 (Corse 97)

! 1) PQFR est un parallélogramme danc
(QF) est parallele a (PR); comme| |
L 2 appartient a (QF) et O appartient a (PR),
on en déduit que les droites (IQ) et (RO)
sont paralléles.
De méme, a l'aide du parallélogramme
PQSE, on montre que les droites (IP) et

E ® k F1 (QO) sont paralléles.
Le quadrilatere IPOQ a donc ses cdtés
0opposés paralléles : c'est un

parallélogramme.

2) Mettons en évidence une condition nécessair@QRS : pour que IPOQ soit un rectangle, il faut
gue (PO) soit perpendiculaire a (OQ) : dans cel&ak parallélogramme PQRS a ses diagonales
perpendiculaires, c’est donc un losange.

Montrons maintenant que cette condition est ausSisante : si PQRS est un losange, alors ses
diagonales sont perpendiculaires, et en particufB©O) est perpendiculaire a (0OQ); le
parallélogramme IPOQ a alors un angle droit ; saféit pour dire que c’est un rectangle.

Conclusion : Une condition nécessaire et suffisapte que IPOQ soit un rectangle est que PQRS soit
un losange (autrement ditPOQ est un rectangle si et seulement si PQRS est losange)

De la méme maniére, pour que IPOQ soit un losaihdeut que PO = OQ ; ceci implique que les
diagonales du parallélogramme PQRS sont de méngeidan (en effet, comme on sait que PQRS est
un parallélogramme, on sait que O est a la foiileu de [PR] et de [QS], donc on sait que PR = 2
PO et que QS = 20Q; si en plus on sait que PO =ddps on a PR = QS). Le parallélogramme
PQRS est donc un rectangle.
Réciproquement, si PQRS est un rectangle, alordiagenales sont de méme longueur, et comme O
est le milieu de chacune d’elles, on a: OP=0Q.pkeallélogramme IPOQ a alors deux cotés
consécutifs égaux : c’est un losange.

Conclusion 1POQ est un losange si et seulement si PQRS estnactangle

3) D’'une part, PQRS est un parallélogramme, do@) @st paralléle a (RS) ; d'autre part, PQSE est
un parallélogramme, donc (PQ) est parallele a (3& droites (SE) et (RS) sont donc paralléles,
avec un point commun, donc confondues : les p&n et R sont alignés, et dans cet ordre.

De méme, on montre que les points S, R et F smyrtéd, dans cet ordre.



Par conséquent, E, S, R et F sont alignés dansrdet ; en particulier, on a donc EF = ES + SR +
RF;

Or, toujours en considérant successivement les tpairallélogrammes, on a PQ=SR; PQ=ES;
PQ=RF, d’ou I'on déduit que EF= 3PQ ;

Considérons maintenant le triangle IEF : les point8 et E sont alignés, les points |, Q et F sont
alignés, et les droites (PQ) et (EF) sont parallgtapres le théoréme de Thalés, on peut domeécr
IP_PQ . IP 1

—=—=,soitici—==.

IE EF IE 3

Exercice 15 (Aix-Marseille 98)
1) Cette spirale a base triangle équilatéral estposée de 3 arcs de cercle, qui sont des « tiers de
cercle » (angle au centre de 120°)

- l'arc de cercle de centre A, de rayanet d’angle au centre 120°, limité par la demiigro
[AC) et par la demi-droite [AB’), ou B’ est un paide la droite (AB) tel que A’, A et B soient
alignés dans cet ordre.

- l'arc de cercle de centre B, de rayane&? d’'angle au centre 120°, limité par la demi-tiroi
[BA"), et par la demi-droite [BC’), ou B’ est unomt de la droite (CB) tel que C, B et B’
soient alignés dans cet ordre.

- l'arc de cercle de centre C, de raya@ned d’'angle au centre 120°, limité par la demi-@roi
[CB’), et par la demi-droite [CC’), ou C’ est umwipt de la droite (AC) tel que A, C et C’
soient alignés dans cet ordre.

2) Faire le tracé !

Programme de construction :

Soit ABCD un carré de cogé

1. Tracer la droite (AD).

2. Placer sur (AD) un point A’ tel que D, A et Adisnt alignés dans cet ordre.

3. Tracer l'arc de cercle de centre A, de ragom’angle au centre 90°, limité par les demi-dmite
[AB) et [AA).

4. Tracer la droite (CD).

5. Placer sur (CD) un point D’ tel que C, D et Dient alignés dans cet ordre.

6. Tracer I'arc de cercle de centre D, de rayand?angle au centre 90°, limité par les demi-dite
[DA’) et [DD").

7. Tracer la droite (BC).

8. Placer sur (BC) un point C’ tel que B, C et Gienit alignés dans cet ordre.

9. Tracer I'arc de cercle de centre C, de rayand3angle au centre 90°, limité par les demi-dmite
[CD’) et [CC).

10. Tracer la droite (AB).

11. Placer sur (AB) un point B’ tel que A, B et®&lient alignés dans cet ordre.

12. Tracer I'arc de cercle de centre B, de rayandangle au centre 90°, limité par les demi-dmite
[BC’) et [BB").

3) Soitr >0. Un tiers d’arc de cercle de rayoa pour Iongueu% X2XTIXT =2—;r ; la longueur de la
premiére spirale est donc égalezéga + 2—; x2a+ 2—; x3a= 2—; x 6a =41

1 1l
Un quart d’arc de cercle d’arc de cercle de rayarpour Iongueuré—1 X2XTIX[ =Er ; la longueur de

. . , T, 7 n I
la premiere spirale est donc egalga +E x 2a +E x 3a +E x 4a =5m

4) La spirale construite sur un triangle équilatél@l10 cm de c6té a pour longueurt4@n cm). On
cherche dona tel que 3ta = 40r1t; on trouve a = 8 cm. |l faut donc partir d’'unréade c6té 8 cm.



5) On a étudié jusqu’a présent deux cas : le cas gpitale est construite sur un triangle équilatéra
de c6téa (polygone régulier a 3 c6tés), et le cas ou laaspiest construite sur un carré de c@té
(polygone régulier a 4 cbtés). On a vu que lesuengs des spirales étaient alors respectivement
égales afa et 5ta. On peut alors faire la conjecture suivante : leteyueur d’une spirale construite

a partir d'un pentagone régulier de cétéest égale am, et plus généralement, la longueur d'une
spirale construite a partir d'un polygone réguéier cotés de coté est égale an(+1) Ta ». (Resterait

a la prouver, mais ce n’est pas demandé ici).

Exercice 16 (Dijon 2000)

5 1. La droite (SH) est perpendiculaire a (CD), dgnc,
comme ABCD est un carré, elle est aussi
perpendiculaire & (AB). On note | le point
d’intersection de (AB) avec (SH) ; (Sl) est donc la

f hauteur issue de S dans le triangle équilatéraB,SA
— f donc aussi la médiane relative a [AB], et d'apes |
- * A K.‘i I B théoreme de Pythagore dans le triangle $IA
- Lj‘z]ﬁ{q\ rectangleenl,ona:
2 2
[ 0Ty [|sF=sK-ar=4 (9] =3 donc
I|l 2
M 2
:.4/ SI=1/3% :a—‘2/§ . enfin SH = IH + S =a+a—23=
/
j_Hi (1.3

2. Comme S, C et D appartiennent au cercle| de
centre O, O est donc le centre du cercle circonscri
au triangle SDC et est donc le point d'intersection
des médiatrices des trois cbtés. Dans le triangle
équilatéral SAB, (SH) est la hauteur relative| a
[AB], donc est aussi la médiatrice de [AB], et
comme ABCD est un carré, (SH) est aussi | la
médiatrice de [CD].
Conclusion: O est le point d'intersection de |la
médiatrice de [SD] (a construire) avec la drojte
(SH).

3. Le triangle (ASD) est isocele de sommet A puisé® = AD = a. On a don¢&SD = ADS,

De plus, les droites (AD) et (SH), perpendiculaiaeCD), sont paralléles. La droite (SD) coupe ces
deux droites et détermine deux angles alternes rniege égauxAIﬁSz DSH. Par

conséquenASD = DSH |, et le droite (SD) est donc la bissectrice dedlahSO .

4. On note J le point d’intersection des diagon@&3) et (SD) du quadrilatere SODA; on a AS= AD

= a (énoncé), et OS=0D (car S et D appartiennent aclecéC) de centre O) ; donc O et A sont

chacun a égale distance de S et D, donc (OA) estéldiatrice de [SD] ; par conséquent (SD) est
perpendiculaire a (OA), et les triangles SAJ et SJAt tous les deux rectangles en J. De plus, &sapr

la question précédente, leurs angles respea%ié]et JSOsont €gaux ; on en déduit que les
« troisiemes angles »JASet JOS sont aussi égaux. Par conséquent, le triangle é$@&oceéle en O,

et donc AS=0S.

On en déduit que SA=AD=0S=0D, et donc que le qletére SODA est un losange. Par conséquent
le rayon du cercle est égaha

Exercice 17 (Strasbourg 96). La croix est posée de telle sorte que A (I'cailbdicheron), Q (une
extrémité de la croix) et C (le sommet de l'artset alignés ; de plus A, P et B (le pied de I'ejbr



sont alignés, et les droites (QP) et (BC) sontl[gdes (car toutes les deux perpendiculaires auy sol
modeélisé par la droite (AB)). D'apres le théorémseTthalés, on peut écrire que dans ces conditions,
E:E, et doncBC :M
AB BC

on a en fait : BC =AB.
Autrement dit si la croix est posée comme on vite décrire, il suffit de mesurer la distance de
I'observateur au pied de I'arbre pour obtenir latkar de I'arbre. Mais ceci n'est pas trés pratjcqae

il faut que I'ceil du bdcheron soit au ras du solgee le blcheron se positionne de telle sorte que
qguand il voit le point Q de la croix, il voit « daiialignement », le sommet de l'arbre.

2. Cette fois-ci I'ceil du blcheron n’est plus as da sol. Le blicheron, debout, se place a unendista
de l'arbre choisie telle que, en alignant I'hypatge de la croix selon la direction « ceil-sommet de
I'arbre », le coté [AP] de la croix est aligné sela direction « ceil-pied de I'arbre ».

a) BAC = PAQ, or PAQ =45° (car PAQ est un triangle rectangle isocéle), dBAC = 45° .

; mais la croix est construite de telle sorte 4= PQ, et donc

b) Théoréme de Pythagore dans le triangle rectangle ABH. &tanie AB =%t 2442

d) Par construction (KC’) est perpendiculaire a JAdbnc le
triangle AKC’ est rectangle en K. De plus, les asgKAC' et
BAC sont opposés par le sommet, donc égaux ; comme

BAC = 45° , alors la mesure dKAC' est aussi égale a 45°; |
triangle rectangle AKC’ a un angle de 45° : il dshc rectangle
isocele en K.

e) Comme AKC' est isocéle en K, on sait que AK =K@.
Dans le triangle B'KC' rectangle en K, d’aprestédoreme de
Pythagore, on a B'G'= B'K? + KC?={ + .

Donc B'C'=.vt? + d? =AB.

Par ailleurs HB = KC’ Les deux triangles rectangiétB et

B’KC’ ont donc leurs cétés de I'angle droit deugeux égaux.
lIs sont donc superposables.

f)y BCA=B'CK + KC'A= B'CK +45°

Or, comme les triangles AHB et B'K'C’ sont superposables, onB'€K = ABH, donc
B'C'A =ABH + 45° .

Par ailleurs
ACB =180° - BAC — ABC =18(° - 45° — ABC =135 - ABC =135 - (90° - ABH) =45° + ABH ,

—
ce qui montre que les ang BT'A et ACH sont égaux. La droite (CC’) coupe donc les dewites
(B'C’) et (BC) en formant deux angles alterne int&s égaux : on en déduit que ces deux derniéres
droites sont paralléles.
g) Les points C’, A et C sont alignés, et d'auteetples points B’, A et B sont alignés ; de plus:

(B’C)//(BC). Le théoreme de Thalés permet doncffitamer que : %:% ; en utilisant les
[+2 2 2 2
guestions précédentes, on en déduit cB@zB‘C‘xglet2+d2 td+:j =td+(i , ce qui
+ +
permet de calculer la hauteur de I'arbre en fonatied ett, qui sont directement mesurables.

o , L 157+ 207
h) Avect=1,5m et d = 20 m, la taille réelle ldebre est égale a BCT

~18,71 m (au cm

pres par excés), alors que la distance du pietbbdselrvateur au pied de I'arbre (valeur donnéelgpar
premiére visée) est égalela 20m.

11%




. . 0-BC . . :
L'erreur relative est donc egale—zéw =6%, ce qui est une erreur relativement importante.

Exercice 18 (Aix-Marseille 96)

a) Les angles® B ©, D, E, F situés aux sommets de
I'hnexagone régulier mesurent chacun 120°.

—_T
Les points I,A et F sont alignés, donc les an~E et
—_— , ) —_T—
FAE sont supplémentaires, dorIAE =60°.

De la méme maniére, au sommet B, c@:60°. Le
triangle IAB posseéde donc deux angles de 60°.

e
troisieme angle AlB mesure donc aussi 60° (car |l
somme des angles d'un triangle est égale a 180°) .
Le méme raisonnement appliqué aux triangles CJC

EKF montre que les angle.J & K du triangle 13K
mesurent 60°. IJK est un triangle équilatéral.

b) Soit O le centre de I'hexagone. Les triangles OABC, OCD, ODE, OEF et OFA sont
équilatéraux. A la question) nous avons montré que les triangles IAB, JCD eF KdBnt aussi
équilatéraux. Tous ces triangles sont isométriquiasiongueur de leurs cotés est celle du c6té de
I'nexagone. Le triangle 1JK est constitué de 9 eg triangles et I'hexagone ABCDEF de 6 de ces

triangles. Le rapport des aires a donc pour va%urlScm.

Exercice 19(Besancon 97) CONSTRUCTION DU PENTAGONREGULIER A LA REGLE
ET AU COMPAS

c b) Le triangle 10C est rectangle en O. Le
théoréme de Pythagore donne :
2

h 02=107+06?= (1) +?=27
2 4

E D'ou ; |C=§r.

v

¢) Selon la construction de I'énoncé, la longueuc@té du penta%one est égale a CJ. En appligaiant |

théoréme de Pythagore au triangle COJ on obtCJ? = OC? + 0.

or-oJ=u-0Ol=ic-o=¥2 . L2481,
2 2 2

2
D'ou:CJ?=r? J{\ET_l} r? :r2(1+—5+1;2‘/§J:rz(—lo_f\/g}et doncCJ =r J10-25

2
Exercice 20 (Grenoble 2003(source : annales copirelem)



Question 1

Dans le triangle OA;A;

A1OA; est I'angle au centre dans le décagone régulier convexe. Il mesure donc le
dixieme de 360°, soit 36°.

En considérant le triangle isocéle OA+A2 (car OA; = OA, = R), on trouve la mesure
de 'angle OA4A; : (180 -36):2=72°

De méme I'angle OA2A; mesure aussi 72°.

Dans le triangle OA1A;

Les angles OAA; et OALA; sont des angles du triangle isocéle OA4A; (car OA; =
OA4 = R)

Orl'angle A1OA; mesure 3 x 36°, soit 108°.

lls mesurent donc 36° car (180-108) : 2 = 36°

Question 2

Dans le triangle OA{B

L’angle O'A‘{E est aussi I'angle m ; ilmesure donc 36°.
L'angle A;OB est aussil'angle /T;OE ; il mesure donc 36°.
Dot 'angle A1BO qui mesure 180 — 2 x 36, soit 108°.

Dans le triangle OBA4




Des mémes ralsonnements conduisent a trouver pour les angles du triangle OBA4 les
mesures suivantes : OBA,= 72° BOA4 72° OA48 36°

Dans le triangle BA1A, -
L'angle OA2 A1 égal a OA1 A, (72°). L'angle A1BA2 mesure 72° comme OBA4 (angles
opposés par le sommet).

L'angle BA4A; est le troisiéme angle du triangle isocéle B A; A,: il mesure donc 36°.

Question 3

Le triangle OAB est isocéle en B car il a deux angles de méme mesure 36"
donc OB = BA;.

De méme le triangle BA1A; est isocéle en A; et donc BA; = A/A;

L’égalité des trois longueurs OB, BA, et A4A; est donc prouvée.

SiAi A= x et Ay A4=y,
Y-X=A1As - At Ax= (AB + BAs) - BA; =BAs =R (en effet, B appartient & [A1A4]
On trouve bieny -x =R.
Question 4
Isolons la sous figure nécessaire a I'étude.
0
B AL~
Ad =
A2

Les droites (OA4) et (A1Az) sont paralléles car les angles alternes internes
( ,BA4O et 7 ,BA:A;) déterminés par la sécante (Aq A4) sont égaux a 36°.

Les deux sécantes (A1A4) et (OA;) coupant les deux paralléles (OA4) et (AiAz)
déterminent une configuration de Thalés : les triangles sont donc semblables, les
longueurs des cotés sont donc proportionnelles.

AA, _BA,

OA4 BO

Rex

X

Donc 1%
Donc Ri:

On obtient
¥=R?-Rx soit x(x+R)=R?® soit xy=R?doil:\xy=R



